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Logikos klausimai, su kuriais reikéty detaliau supaZinti mokytoja, kad pastarasis
galéty kiirybiskai juos nagrinéti ir giliau suprasty juy vieta matematikos sistemoje, manyéiau
turéty biiti tokie:

1. Savoka. Apibrézimas. Teiginiai ir ju veiksmai. Teiginiy neigimo taisyklés. Sudéti-
niai teiginiai ir ju neigimas. Sakiniai su kintamaisiais ir jy vertimas teiginiais. Kvantoriai
(visi, egzistuoja). Sakiniy su kvantoriais neigimas. Teoremos. Toeremos su biitinomis ir
pakankamomis salygomis. [rodymo metodai (indukcija, dedukcija).

LOGIKOS IVADAS. TEIGINIT] VEIKSMAI

Pastaba Sioje jvadinéje dalyje kvieciame mokytoja dar karta perzvelgti pagrindines
logikos savokas, be kuriy neimanomas gilesnis matematikos problemy nagrinéjamas. Siame
darbe nagrinésime tik dalj, auks¢iau minéty klausimuy.

Ivadinés pastabos

Matematika, ir kitos mokslo sritys, nejsivaizduojamos be universalios samprotavimy
sistemos, kuria vadiname logika. Su logikos problematika tenka susidurti jau nuo pirmuju
mokymosi metu (kalbant tiksliai, nuo pirmuyju tariamu Zodziy), tad logikos klausimai,
kuriuos yra siiloma nagrinéti 11-12 klasése i5 esmés mokiniams pazistami. Per Siuos dvejus
metus reikéty apibendrinti bei susisteminti elementariosios logikos Zinias.

Kokiy tiksly siekiame norédami lyg ir dirbtinai iterpti §ia mokslo sriti i bendra matem-
atikos mokymo sistema? Trumpai aptarkime tikslus.

1) Mokinys turétu suprasti, kad ne kiekvienas sakinys, kuris yra pateikiamas gali biiti
laikomas teisingu arba klaidingu. Ne kartg esame girdéje fraze " a8 atsakiau panasiai” arba
"¢ia juk parasyta beveik gerai.” Pastebésiu, kad panaSiu biidu vertinamos ir egzaminy
uzduotys. Sprendime ieSkome tai, ka norétume matyti ir vertiname dalimi tasky tikéda-
miesi, kad rasantysis zino uzduoties sprendimo logine grandine, tik sprendZiant apsiriko.

2) Kalbant apie argumentuots minéiy reiSkimg svarbu suvokti tiesos-netiesos savoka.
Tiesa néra tai, kas mums atrodo teisinga, bet tiesa yra susitarimas. Matematikoje ie susi-
tarimai vadinami aksiomomis. Sprendziant sakiniu teisingumo problema svarbu suprasti,
kad su sakiniais kaip ir su kitais matematiniais objektais yra atliekami jvairiis veiksmai.
Sie veiksmai naudojami kasdieninéje kalboje ir jais remdamiesi mes priimame sprendimus,
kuriais grindziame savo veiklg. Nors matematika yra specifiné kalba, bet ios kalbos sakini-
ams sudaryti taikomos analogiskos taisyklés kaip ir &nekamosios kalbos taisykléms.

3) Dar vienas svarbus aspektas matematikoje- tai irodymas, samprotavimo biidas,
kurio prisilaikydami gauta rezultata laikome teisingu teiginiu. Tam, kad galétume minéta
rezultata laikyti teisingu teiginiu biitina Zinoti (suvokti) principus, kuriy laikantis sam-
protavimo metu, gauname argumentuotas (teisingas) iSvadas. Argumentuojant svarbiis
prieZasties- pasekmés sakiniai, matematine prasme (prielaidos- isvados).

Nedékingas dalykas ka nors mokyti arba patarinéti, kadangi labai daZnas i§ miisy
turime savo pozitrj ir j kito isakoma nuomone Zifirime rezervuotai ir kritiskai. Viena
vertus tai gerai, kadangi ne kiekvienas pasifilymas yra vertingas, kita vertus tai neleidzia
mums keistis keiGiantis aplinkybéms. Kalbant apie Sia programos dalj noréciau pastebeéti,
kad nereikéty i Sia tematika (logika) zitréti kaip i atskira vientisa tematika, kuri turi

1



L

biiti atsiejama nuo kity temy ir déstoma kaip vientisas skyrius. Taip elgdamiesi ko
gero darytum didele klaida. Kyla natiiralus klausimas- kaip realizuoti atrodyty gana
sunkiai iSsprendziama problema- taip susieti logikos temas, kad jos natiiraliai isilietu i
kity temu turinj, kilsterédamos nagrinéjama tematika | kokybiskai aukstesni, suvokimo
prasme, lygmenj. Tai, be abejo, labai priklauso nuo mokytojo idéty pastangu ir siekio, kad
matematika netapty standartiniy uzdaviniy sprendimo sritimi. Siekti iy tikshy galime tik
iSmanyti bendruosius elementariosios logikos principus ir tik po to juos kiirybiskai taikyti.

1. Many¢iau, kad pradedant pirmuosius matematikos (dvieju mety programa) mo-
kinius i§ karto reikéty supazindinti su tokiais klausimais: ”Teiginiai, teiginiu veiksmai,
teiginiy formalizavimas-deformalizavimas, sudétiniai teiginiai, teiginio teisingumo reikSmeés
nustatymas, predikato ir kvantoriaus samprata.” Atrodo, kad iSvardinta tematika labai
plati, taciau kiirybiskai pazifiréjus i Siuos klausimus manau visiems Siems klausimams ap-
tarti pakakty 2-3 pamoky. Kita vertus, tai turéty biiti nuolatinis procesas, kuomet na-
grinéjant problemas biitu nuolat primenamos §ios sagvokos. SupaZindinti mokinius su teig-
inio samprata naudojant Snekamosios kalbos sakinius, skatinti mokinius vartoti taisyklinga
sakinio stuktiirg. Labai svarbu, kad pradZioje teiginiai nebiity nagrinéjami formaliai.
Mokytojui kalbant, parodyti, kad miisy vartojama kalba " pripildyta” teiginiy. Po to gal-
ima formuluoti problema ir tuo paéiu panagrinéti teiginiy teisingumo klausimus apibréziant
teiginiy operacijas. Demonstruoti tai jprastiniais sakiniais. Parodyti, kad nustatant teig-
inio teisinguma gana patogu teiginius formalizuoti, o po to naudojantis lentelémis nustatyti
ju teisinguma. Motyvacijai svarbu pabrézti, kad kompiuterio mastymo principai remiasi
matematine logika. Labai svarbiis logiskai pagristi argumentai sprendz iant gincytinus
klausimus, rasant vieSus tekstus ir t.t.

2.2 Savoka. Apibrézimas

Savoka yra ilgametés patirties ir mastymo apibendrintas produktas. Savokos istakos
yra terminai (Zodziai), kuriuos mes, bendru sutarimu, suvokiame vienodai.

Savokos struktiira sudaro- turinys ir apimtis. Savokos turini sudaro visuma pozZymiu,
kuriais pasiZymi suvokiamas objektas. Savokos apimtis- tai visuma objekty, tenkinanéiy
savybes, kurios i§vardytos savokos turinyje.

Pavyzdys Rombas yra lygiagretainis, kurio krastinés lygios. Pateikdami rombo
savoka mes remiamés lygiagretainio sgvoka, tad rombo savokos turini sudaro lygiagre-
tainio savoka, atkarpy lygybés (tuo padiu ir atstumo tarp dviejy tasku) savoka. Sios
savokos apimtis yra dalis lygiagretainiu, tenkinanéiy nurodytas savybes.

Jei iSpletiame savokos apimtj, tai sumaziname jos turinj ir atvirk3¢iai. Pavyzdziui,
savoka "trikampis” i§pléskime tokiais pozymiais - "kurio visos krastinés lygios”. Gauname
nauja, lygiakrascio trikampio savokg. Suprantama, kad trikampio savokos turini sudaro
daugiau objektu, negu lygiakras¢io trikampio savokos turinj.

Matematika yra kalba, tad kaip ir kiekviena kalba sudaryta i§ savoku. Matematikoje
naudojamos savokos yra dviejy riifiy- pirminés arba apibréziamos. Pirminés savokos (ob-
jektai?) yra tokios, kurios laikomos akivaizdziomis arba lengva suvokiamomis, tai lyg ir
pradiné "statybiné medziaga”, kuria remiantis yra statoma matematiné teorija. Geometri-
joje pirminémis savokomis yra laikoma tiesé, taskas, plokStuma, atstumas tarp dviejy
tasky. Kitose matematikos srityse yra naudojamos kitos pirminés savokos. PleGiant
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matemating teorija "statomas riimas” yra papildomas naujomis savokomis, kurios vad-
inamos apibréziamomis savokos. Tai atliekama naudojant Apibrézimo savoka. Kitaip
tariant apibrézimas- tai savokos nusakymas (apibiidinimas), kuriame nurodomas savokos
turinys. Pastebésime, kad apibrézimas- tai susitarimas.

Pavyzdziui, susitarkime, ka vadinsime atkarpa.

Apibrézimas Tiesés dali, esanéia tarp dviejy nesutampanéiy tasky, vadinsime atkar-
pa

Isvardinta pirminiy savoky aibe papildéme nauja savoka. Tokiu biidu mes galime
"prigaminti” daug jvairiy savoku, plésdami nagrinéjama teorija. Paprastai Sios savokos
néra savitikslés, jos gimsta idealizuojant mus supanéia. Taciau mus domina ne sgvokos, o
rysiai tarp diu savoky, domina kokias savybes jos tenkina . Nagrinéjant siuos klausimus
iSkyla toks uzdavinys - kaip yra nustatomas jvairios Siy savoky savybés bei tarpusavio
rysiai. Kuo remiantis mes galime teigti, kurias savybes sgvoka tenkina, o kuriy netenkina.
Kada miisy priimami sprendimai yra pagristi, o kada ne? Pateiksime tokio apibrézimo
pavyzdi:

Apibrézimas Sakysime, kad vairuotojas yra drausmingas tada, kai per 5 metus
nepadaré né vienos avarijos ir neturéjo drausminiy nuobaudy

Kyla natiiralus klausimas, ar Valdas drausmingas, jei jis buvo nubaustas uz vazinéjima
gazonais, taciau avariju jis neturéjo?

Sios savokos apimtj sudaro terminai- "drausmingas”, "nepadaré avariju”, "neturéjo
nuobaudy” , Zodelis "arba” ir kitos savokos.

Pastebésime, kad bandant suvokti ”"drausmingas” savoka tenka Siek tiek "jtempti”
mastymag. Pabandykime atsakyti i toki klausima:

O kokie vairuotojai, remiantis pateiktu apibrézimu, vadinami nedrausmingais. Sa-
vokos "nedrausmingas vairuotojas” apibrézti nebereikia. Ji turi biiti gaunama remiantis
drausmingo vairuotojo savoka bei naudojant mastymo taisykles. Iskyla nattiralus klau-
simas- kaip paneigiant savoka ”drausmingas” pasikei¢ia 8ios savokos turinys? Zinodami
diuos principus galésime atsakyti ir i 8i klausima.

Remiantis minétais mastymo principais vairuotoja vadinsime nedrausmingu tada, kai
yra padares bent viena avarija per penkerius metus arba buvo bent karta nubaustas uz
drausmes pazeidima.

Remiantis §iuo apibrézimu gauname, kad Valdas, vis tik, nedrausmingas vairuotojas.
Kodél taip yra, argumentuotai atsakyti galima tik Zinant logino mastymo principus

Zemiau pateiktuose skyriuose aptarsime pagrindinius sakiniy veiksmus, 8y veiksmy
neigimo taisykles. Kalbant tiksliau, bandysime tiesiogini sakinj paneigti arba kitaip tariant
"tarsime priedingai.”

Uzdaviniai

1. Pateikite n-kampio apibrézima. Nurodykite Sios savokos turinj bei apimti.

2. Pateikite savokos apibrézima, kurios apimtis tuséia aibe.

3. Pateikite iskilojo penkiakampio apibrézima. Pateikite keleta pavyzdziu, kurie prik-
lauso Sios sgvokos apiméiai.

4. Pateikite "gero Zmogaus” apibrézima.

5. Pateikite "matematiko ” apibrézima. Nurodykite dios savokos apimti bei turinj.
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6. Pateikite trikampio apibrézimus
(a) trikampis lauzéiy sistema, b) trikampis plok&tumos dalis).

TEIGINIUJ VEIKSMAI

Siame skvrelyje panagrinékime, kokiu biidu gali biiti sudaromi nauji sakiniai, kaip yra
nustatomas ju teisingumas.

Pastaba Nagrinédami sakiniy veiksmus daznai susiduriame su ilgais sakiniais, tad
siekdami sakinius trumpinti naudosime papildomus zZyméjimus (trumpinius).

Pavyzdys Sakini ” trikampis yra lygiakrastis” trumpindami zymésime taip:

p:” trikampis yra lygiakrastis.”

Tada sakinj "duotasis p arba p skaitysime taip: duotasis trikampis yra lygiakrastis
arba nelygiakrastis.”

Apibrézimas Sakinio keitima simboliu vadinsime teiginio formalizavimu, o atvirks-
tinj veiksma, kai formaly simbolj pakei¢iame sakiniu vadinsime deformalizavimu.

Apibrézimas Sakinj, kuris gali biiti tik arba teisingas arba klaidingas vadiname teig-
iniu.

Teiginiai, kuriy teisingumas i5 anksto nustatomas be jrodymo vadinami aksiomomis.
Teiginj, kurio teisingumu reikia isitikinti paprastai vadiname teorema. Zemiau praplésime
teoremos savoka.

Teiginiy (kaip ir bet kokiy sakiniy) aibéje naudojamos tokios teiginiu jungtys (opera-
ciju zenklai): 'ne’, 'arba’, ’ir’, "jei..., tai’, ’tada ir tik tada’ , o matematiniai iy jungciy
Zymenys yra (...), V, A, =, <. Apibrézkime operacijas teiginiy aibéje.

1. Neigimo operacija. Tegu p yra teiginys. Tuomet sakini 'ne p’ (Zymésime
p) wvadinsime duotojo teiginio p neiginiw. Jo teisingumo reikimé prieSinga teiginio p
teisingumo reik§mei.

Neigimo operacija Snekamojoje kalboje (argumetuojant) paprastai uzrasome sakiniu
” netiesa, kad p” arba "tarkime prieSingai negu p.”

Pavyzdziai

1) Paneige teiginj "2 > 0" gausime teiginj "2 < 0”.

Gana patogu teigini p skaityti tokiu biidu: "netiesa, kad p.”

2) Paneige teiginj "skaitius 6 dalo skai¢iy 21" gausime teigini " netiesa, kad skai¢ius 6
dalo skai¢iu 217, o kitaip tariant "skaitius 6 nedalo skai¢iaus 21." Neigdami sakini, jungti
"ne” rasome prie savokos pozymj nusakanéio ZodZzio (veiksmazodzio), nagrinéjamu atveju
dalumo pozymi nusakanéio zodzio "dalo”.

2. Teiginiu (sudétis) disjunkeija. Sakini ” p arba q 7 vadinsime teiginiy p, q
disjunkcija, (Zymésime pV q). Sis sakinys laikomas klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai
p,q yra klaidingi. Kitais atvejais teiginys laikomas teisingu.

1 lenteléje pateiktos visos galimos, dvieju teiginiu sumos, teisingumos reik§meés. Pa-
prastumo délei sutarkime, kad jei teiginys teisingas, tai Siam teiginiui priskiriamas skaicius
1 ir jei neteisingas- priskiriamas skai¢ius (.




Pavyzdziai

1) Teiginys ’visi Zmonés gailestingi’ arba 'yra negailestingy Zmoniu’ yra teisingas,
kadangi abu teiginiai kartu biiti neteisingi negali. Cia laikome, kad gailestingumo savoka
visi suprantame vienodai.

Pastaba Snekamoje kalboje paprastai yra mégstama naudoti tokia konstrukeija: ”ar-
ba a$ dirbsiu arba dirbk tu” uZuot sakius logine prasme korektiskai ”dirbsiu as arba tu.”

2) Teiginys "Skaiius 7 dalo 28 arba 58” yra teisingas, kadangi teiginys "7 dalo 28”
yra teisingas.

P|a pVyg P q PAQ
1 1 1 1 1 1
Lo 1 A 0 )
0|1 1 6|1 |0
0|0 [0 Q=0 O

1 lentelé

3. Teiginiy konjunkcija (daugyba). Sakinj p ir ¢ " vadinsime teiginiu konjunkcija
(Zymésime p A q ). Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p,q teisingi.
Kitu atveju teiginys laikomas klaidingu.

1 lenteléje pateiktos visos galimos, dviejy teiginiy sandaugos, teisingumos reikSmes.

Pavyzdziai

1) Teiginys ” lygiakrastio trikampio visos aukstinés yra lygios ” ir " lygiakrastis
trikampis turi bukg kampa”- yra klaidingas, kadangi antrasis i§ teiginiu yra klaidingas.

2) Teiginys : "18 yra skai¢iaus 6 kartotinis” ir "144 yra skai¢iaus 18 kartotinis” yra
teisingas teiginys, kadangi abu teiginiai yra teisingi.

4. Teiginiy implikacija. Sakini ’jei p, tai q ' vadinsime Sy teiginiy implikacija
(Zymésime p = q ). Sis sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p teisingas, o q
klaidingas.

2 lenteléje pateiktos visos galimos, dvieju teiginiy implikacijos, teisingumos reikSmes.
Teiginys 'p’ yra vadinamas teiginio prielaida, o 'q’ idvada.

Pavyzdziai

1) Teiginys: Jei "lygiakras¢io trikampio krastinés nelygios,” tai ”lygiakras¢io trikampio
kampai nelygiis” yra laikomas teisingu, kadangi abu teiginiai klaidingi.

2) Teiginys: Jei "a, b yra natiiralieji skai¢iai tokie, kad a > b”, tai "skirtumas b-a taip
pat natiiralusis skai¢ius” . Zinome, kad §is teiginys klaidingas. Remdamiesi §ios operacijos
apibrézimu nustatome, kad teiginio i8vada klaidingas teiginys.

3) Petruté zino, kad Jonukas nemoka trupmeny aritmetikos. Tada teiginys: Jonukas
moka sudéti dvi trupmenas yra klaidingas.



Tada teiginys:
Jei " Jonukas sudés % + %teisiﬂgm' Ll _.i—. + g = 3?5 yra teisingas.

P|la [P=gq P| g | Peg
T O P | 1 : I 1
1 |0 |0 R A
1 1 T 0
00 1 00 1

2 lentelé

5. Teiginiu ekvivalencija. Saking "p tada ir tik tada kai ¢ ” vadinsime Siy teiginiy
ekvivalencija. Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abiejy teiginiy teisingumo
reiksmés sutampa.

Pastaba Operacija "tada ir tik tada” daZnai trumpinama "tik tada, kai”

Sia operacija Zymésime p <> q. Kartais 8is teiginys dar vadinamas logine lygybe.

Pavyzdziai

1) Sakykime, kad teiginys p : yra sakinys " trikampis yra status”, o teiginys ¢ : pateikia-
mas sakiniu "trikampio jzambinés vidurio taskas yra apie 8] trikampj apibrézto apskritimo
centras”. Tuomet teiginys "p & ¢—" yra toks sakinys:

"Trikampis yra status” tik tada, kai "trikampio jZambinés vidurio taskas yra apie &
trikampj apibrézto apskritimo centras”

Sakykime, kad teiginys p : yra sakinys " Natiiralusis skai¢ius a dalosi is trijy”, o teiginys
q : pateikiamas sakiniu " i§ triju dalosi Sio skai¢iaus skaitmenuy suma.” Tada teiginys
"p & g—" yra toks sakinys:

2) "Nattralusis skai¢ius a dalosi i8 triju” tik tada, kai ” i§ triju dalosi §io skai¢iaus
skaitmenu suma”

Pastaba Norétume pastebéti, kad implikacija daZnai vadinama teorema (neziiirint i
tai ar §i teiginj reikia irodyti ar ne), kadangi teiginiai, kuriy teisingumu norime jsitikinti,
paprastai formuluojami naudojant implikacijos operacija. Tada teiginys p vadinamas teo-
remos prielaida, o teiginys g teoremos idvada.

Jei teiginys, kurio teisingumu norime jsitikinti, yra formuluojamas naudojant ekvi-
valencijos operacija, tai §is teiginys vadinamas teorema su biitinomis ir pakankamomis
sglygomis. Jei teorema yra teisingas (eiginys, tai teiginiai p ir ¢ teisingumo prasme yra
lygiaverdiai kitaip tariant teiginiy teisingumo reik§més sutampa. Siuo atveju sakysime, kad
teiginiai p, ¢ yra ckvivalentiis. Jei teiginiai p ir ¢ ekvivalentiis, tai teiginiy ekvivalentumui
Zymeéti naudosime tokj simboli

p=q.

(=]



Jei duota teorema p=>q, tai teorema g=-p yra vadinama atvirkstine teorema pradinei, kuri
daznai vadinama tiesiogine teorema. Jei tiesioginé ir atvirkstiné teoremos ekvivalenéios, tai
gauname teorema, kuri bus vadinama teorema su biitinamomis ir pakankamomis salygomis.

Reikia pastebéti, kad ekvivalentumas, tai ne lygybés analogas. Du sakiniai gali biiti
visiskai skirtingi (iSoriskai), bet logiskai ekvivalentiis. Teiginiy ekvivalentumo savoka ypa-
tingai svarbi argumentuojant, t.v. irodymu metu pagrindziant atliekamus zingsnius. Tei-
giniu ekvivalentumo savoka, kiek platiau, nagrinesime Zemiau.

Sudétinio teiginio samprata

Teiginys, kuris sudaromas nenaudojant loginiy operaciju vadinamas elementariuoju
(teiginiu). Jei teiginiui sudaryti naudojama viena loginé operacija, tai teiginys bus vadina-
mas elementariaja (papraséiausia) logine forma arba paprasciausiu sudétiniu teiginiu. Jei
sudarant teiginj yra naudojama daugiau negu viena loginé operacija, tai teiginys vadinamas
logine forma arba sudétiniu teiginiu .

Taigi, naudojant aukséiau apibréztas logines operacijas, yra sudaromi sudétiniai teig-
iniai.

Elementarinosius teiginius, sudarancius logine forma vadinsime propoziciniais kin-
tamaisiais. Tada, kai propoziciniams kintamiesiems priskiriamos konkreios teisingumo
reikdmeés, tai gauname loginés formos interpretacija, kurios teisingumo reikimeé priklauso
nuo §ia forma sudaranéiy teiginiy teisingumo reikdmiy.

Pavyzdziai

1) Panagrinékime tokj teigini: "rytoj vyksime i Zygi ir jei susirinks ne daugiau negu
du Zmones tai j Zygi nevyksime.”

Formalizuokime 3i teigini:

p: "rytoj vyksime i zZygi;”

q: "susirinks nedaugiau dviejy zmoniy.”

Tada uzraSe formaliai §i teigini gauname:

pA(g=D).

Pastebésime, kad teiginius p, ¢ galime ivairiai interpretuoti, t.y. i Zygi galime vykti,
galime nevykti ir t.t., kitaip tariant, viena teiginj laikysime teisingu, o kita klaidingu ir t.t.

Nuo &iy teiginiy teisingumo reikdmiy priklauso ir loginés formos teisingumo reikSmeé
(sakoma loginés formos interpretacijos teisingumo reik&meé.)

2) Jei rytoj 12 valanda lis lietus, tai visg likusia diena sédésime auditorijoje ir spresime
uzduotis ir jei lietus nelis, tai eisime j miesta.

Formalizuokime i teigini. Pastebésime, kad 8is sakinys sudarytas is keturiy teiginiy.
p: "tytoj 12 valanda lis lietus;”

q :likusia diena sédésime auditorijoje ;

r : spresime uzdavinius ;

§ : eisime ] miesta.

Sio sudétinio teiginio teisingumo reik§mé priklauso nuo teiginiy p,g,r teisingumo
reikdmiu, kitaip tariant teiginiy interperetaciju.

Nagrinéjamas logines formas trumpai zymésime tokiu bidu:
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a(p,q,r) : (p=(g AT)) A (P=>s),

tia simboli a(-) := b, b koks nors teiginys, naudosime tuo atveju, kai logine forma b
uzraome trumpai, nurodydami skliaustuose teiginius, kurie sudaro logine forma b, o iai
formai suteikiame varda a. Tai néra lygybés zenklas, t.y. dvieju objektuy sutapatinimas, o
tik desinéje puséje esanéios formos trumpinys, jei suteikiant varda a.

Tarkime, kad p yra teiginys. Sakykime, kad jis teisingas. Tada § teigini patogu
zZyméti tokiu biidu: p' := p. Jeigu teiginys p yra klaidingas (interpretuojame tokiu biidu),
tai Zymésime §j teigini p” := p.

Pavyzdys

1) Nustatykime loginés formos, kuri formalizuota aukstiau, pateiktos interpretacijos
teisingumo reikSme. T.y. nustatykime ar sudétinis sakinys yra logiskai teisingas, jei teig-
inius interpretuosime taip: p— teisingas, ¢— klaidingas,r— klaidingas, s— teisingas:

a(p', %% s") == (p'=>(¢° A1) A (P"=>5Y).

Pastebésime, kad ¢° A r° yra klaidingas teiginys. Tada teiginys p'=>(¢° A r%) yra
klaidingas teiginys. Kadangi bent vienas teiginiu sandaugos narys yra klaidingas, tai ir
bendras rezultatas yra klaidingas teiginys. Vadinasi pateiktoji loginés formos interpretacija
yra klaidingas teiginys.

Pastaba Apibendrinant tai, kas buvo pasakyta auks¢iau apie ekvivalentumo savoka
pastebésime, kad jei du teiginiai ekvivalentiis, tai bet kokioms juos sudaranéiy teiginiy
teisingumo interpretacijoms ju teisingumo reikSmés bus vienodos.

2) Panagrinékime tokj teigini:

Jei skai¢ius 2340001 yra pirminis, tai 9 dalo skai¢iy 362772 ir skai¢iy 233 ir be to
skaitiaus 6345 didziausias bendras daliklis didesnis negu vienetas. Ar teisingas §is sudétinis
teiginys? Sis teiginys yra sudétinio teiginio

a(p,q,r) :==p=>((gAr) As)

viena i§ interpretacijy.

p': "skaicius 233 yra pirminis;”

q': 79 dalo skaitiy 362772;"

r0: 9 dalo skaidiy 287;"

s': "skaiciaus 6345 didziausias bendras daliklis didesnis negu vienetas.”

Remiantis teiginiy veiksmai gauname, kad loginé forma yra klaidingas teiginys.

3) Tarkime duotos trys loginés formos:

1. Jei skaiGius 2 yra lygties z* — z — 14 = 0 sprendinys, tai 8ia lygti galima idskaidyti
pirmojo ir tre€iojo laipsnio polinomais arba dviem antrojo laipsnio polinomais.

2. Jei skaitius 2 yra lygties 2* —z— 14 = 0 sprendinys, tai 8i lygtis turi viena sprendinj
ir sia lygti galima isskaidyti pirmojo ir tre¢iojo laipsnio polinomais.

3. Jei skaicius 2 yra lygties 2* —z — 14 = 0 sprendinys, tai &i lygtis turi viena sprendinj
arba §ia lygti galima iSskaidyti pirmojo ir treciojo laipsnio polinomais.

Formalizuokime Siuos fris teiginius, prie§ tai elementariesiems teiginiams suteikime
vardus:



p' : skaicius 2 yra lygties z* — x — 14 = 0 sprendinys (teiginys teisingas);

q' : lygti 2* — 2z — 14 = 0 galima isskaidyti pirmojo ir tre¢iojo laipsnio polinomais
(teiginys teisingas);

r!' : 2% — 2z — 14 = 0 galima i8skaidyti dviem antrojo laipsnio polinomais (teiginys
teisingas);

89 : 2 — 2 — 14 = 0 lygtis turi tik viena sprendinj (teiginys klaidingas).

1. Formalizave pirmaja logine forma gauname, kad

o (p', ', rt) = p'= (g v ).

Matome, kad teiginys teisingas.
2. Formalizave antraja logine forma gauname, kad

ar(p',5%¢") == p'=>(s" A ¢').

Siuo atveju teiginys yra klaidingas.
3. Formalizave tre¢iaja logine forma gauname, kad

a(p', 8% 1) :==p'=(s" v ¢').

Remdamiesi loginiy operacijy veiksmai gauname, kad teiginys yra teisingas.

Apibendrinsime teiginiy ekvivalentumo savoka.

Apibrézimas Dvi logines formas (du sudétinius sakinius) a(ps, . .. pn) ir 8(p1, - - Pn),
kuriy teisingumo reikdmés sutampa, esant bet kokiam teiginiy py,...,p, teisingumo reiks-
miy rinkiniui, vadinsime logiskai ekvivalenéiomis ir Zymeésime

ﬂ{pls"-!pﬂ) = ﬁ(pla'--!pn)-

Kitaip tariant, koki bepasirinktume teiginiy rinkini su zinomomis teisingumo reikSmémis,
abieju loginiy formy interpretacijos turés ta pacia teisingumo reikime.

Logine forma, kurios bet kokios interpretacijos teisingumo reikdmeé lygi 1, vadinsime
désniu. Paprastai désnis Zymimas raide I(...). Jeigu loginés formos teisingumo reikSme
visuomet lygi nuliui, tai § forma vadinama loginiu nuliu (absurdu). Sj teiginj Zymésime
raide O.

Pastaba Jei du teiginiai yra logiskai ekvivalentiis, tai Siems teiginiams pritaike ekvi-
valencijos operacija gausime désnj.

Logikos désniai

Siame skyrelyje aptarsime pagrindinius logikos désnius. Kitaip tariant, nagrinésime
argumentavimo principus, kuriuos taikome samprotaudami.

Operacijy neigimo désniai

1. Dvigubo neigimo désnis: (5 < p) = I(p);

Pavyzdziai

1) Duotas teiginys p : ”Lygiagretainio jstrizainés viena kita dalina pusiau.” Tada 8io
teiginio neiginys p : "netiesa, kad lygiagretainio istrizainés viena kita dalina pusiau” arba
perrasius kitaip ”Lygiagretainio jstrizainés viena kitos nedalina pusiau.”
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Taikant 5 désnj tvirtiname, kad teiginys P : "netiesa, kad lygiagretainio jstrizainés
nedalina viena kitos” yra logidkai ekvivalentus pradiniam sakiniui " Lygiagretainio istrizai-
nés viena kita dalina pusiau.”

2) Duotas teiginys: “&iandien valgysiu ledus.” Sio teiginio neiginys: ”netiesa, kad
diandien valgysiu ledus, ” o kitaip tariant ”Siandien ledy nevalgysiu.” Paneige paskutiniji
teigini dar karta gauname tokj sakini: "Siandien ledus valgysiu.” Matome, kad du kar-
tus paneige pradinj teiginj gauname sakini, kuris sutampa su pradiniu, t.y. ekvivalentus
pradiniam.

2. Teiginiy sumos ir sandaugos neigimo taisyklés

(PVaepAg =19, (PAGePVY =I1(p9);

Pavyzdziai

1) Panagrinékime teigini p A ¢ : "skai¢ius 8 dalo skai¢iy 24 ir skai¢iy 104. ” Tada
neigdami §] sakini gauname pAq : "netiesa, kad skaitius 8 dalo skaiGius 24 ir 104 )"
o remdamiesi auks¢iau uzZraSytomis taisyklémis nustatome, kad paskutinysis sakinys yra
ekvivalentus sakiniui: pV g : "skai¢ius 8 nedalo 24 arba skai¢ius 8 nedalo skai¢iaus 104. ”
Matome, kad pradinis teiginys yra teisingas, o neiginys klaidingas.

2) Panagrinékime tokj teiginj: pV ¢ : "Valdas naktj suzvejojo du linus arba undine.”
Neigiame §j teiginj: pV ¢q : "netiesa, kad Valdas suzvejojo du linus arba undine,” o taiky-
dami auksiau uzraSyta neigimo taisykle pastaraji teiginj galime perrasyti tokiu btdu:
P A g : "Valdas nepagavo dvieju liny ir nepagavo undinés ” (kitais Zodziais tariant "nepa-
gavo nei dviejy liny nei undinés”)

3. Implikacijos neigimo désnis: (F=q < pA Q) = I(p,q);

Matome, kad neigdami implikacija (teorema) mes §ia operacija kei¢iame prielaidos ir
isvadai priesingo teiginiy sandauga.

Pavyzdziai

1) Duota teorema: "Jei nenuliniy vektoriu skaliariné sandauga yra lygi nuliui, tai
vektoriai statmeni.”

Tarkime prieSingai, f.y. "netiesa, kad jei nenuliniu vektoriu skaliariné sandauga yra
lygi nuliui, tai vektoriai statmeni.” Remiantis implikacijos neigimo taisykle pastaraji teigini
galime pakeisti ekvivalenéiu teiginiu, t.y. tare priefingai negu pradinis teiginys gauname
toki sakini: "nenuliniy vektoriy skaliariné sandauga yra lygi nuliui ir vektoriai néra stat-
meni.”

2) Duotas sakinys: ”Jei 8aldytuve yra ledy, tai §iuos ledus nupirko Valdas.”

Tarkime prieSingai: *Saldytuve yra ledy ir iy ledy Valdas nepirko.”

4. Ekvivalencijos neigimo désnis: (& q) & (7 & q)) = 1(p,q);

Ekvivalencija daznai vadinama teorema su biitinamomis ir pakankamomis salygomis,
daznai nekreipiant démesio ar §j teiginj reikia irodyti ar ne.

Paneigti 5i teigini, reiSkia tarti priefingai negu tvirtina §is teiginys.

Pavyzdziai

1) Duotas teiginys: "Lygiagretainis yra rombas tik tada, kai lygiagretainio jstrizainés
yra statmenos. ".

Tarkime priedingai, t.y. "Netiesa, kad lygiagretainis yra rombas tik tada, kai lygia-
gretainio jstrizainés yra statmenos .” Naudodami auks¢iau uzrasyta ekvivalencijos neigimo
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désnj, & sakinj galime pakeisti sakiniui ekvivalenéiu teiginiu: " Lygiagretainis yra rombas
tik tada, kai lygiagretainio jstrizainés néra statmenos” arba ”Lygiagretainis néra rombas
tik tada, kai lygiagretainio jstrizainés yra statmenos.”

2) Panagrinékime tokj sakinj: "1 kelione po Europg Rugpjitj vyksiu tik tada, jei
gausiu atostogas Siuo metu.” Paneige §j teigini gauname tokj sakini: "] kelione po Europa
Rugpjiti vyksiu tik tada, jei negausiu atostogy Siuo metu” arba "] kelione po Europa
Rugpjiiti nevyksiu tik tada, jei gausiu atostogas Siuo metu.”

2. Nepriestaravimo désnis: (p A p) = O(p);

Pastarasis désnis, samprotaujant, taikomas labai daznai. Sio désnio esmé ta, kad tuo
pat metu negali biiti teisingas teiginys ir jo neiginys (priesingas teiginys). Jei nagrinédami
koki nors teiginj p, padare prielaida ¢ gauname, kad turi biiti teisingas ne tik teiginys p, bet
ir jam priedingas teiginys p, tai remdarmiesi §iuo désniu galime teigti, kad daroma prielaida
g yra klaidinga, nes tuo pat metu turi biiti teisingas ir teiginys ir jam priedingas teiginys.

Pavyzdys

Duotas teiginys: "a,b yra natiiralieji skai€iai tenkintys nelygybe a > b ir tuo pat
metu a < b” yra klaidingas, kokie bebiity natiiralieji skai¢iai, kadangi teiginys a > b yra
priefingas teiginiui @ < b, ir remiantis tre¢iojo negalimo désniu, pradinis teiginys klaidingas.

3. Treéiojo negalimo désnis: (pV p) = I(p);

Sio désnio esmé ta, kad Sioje logikoje laikoma, kad tarp teiginio ir jam priesingo teiginio
biitinai yra vienas teisingas, o kitas klaidingas ir kity atveju biiti negali.

4. Kontrapozicijos désnis: ((p=> ¢q) & (= D)) = I(p.q);

Sis désnis vienas i§ svarbiausiy désniy taikomy argumentuojant priimamus sprendi-
mus. I3 §io désnio iSplaukia, kad teoremos p => ¢ teisingumas identiSkas teoremos § = P
teisingumui.

Pavyzdziai

1). " Jei trikampis yra statusis, tai apibréztinio skritulio centras izambine dalija
pusiau ir jZambinés kvadratas lygus statiniy kvadratuy sumai.” Formalizavus, §i teiginj
galime perrasyti tokiu biudu p = (gAr).

Naundojant kontrapozicijos désni §j teigini, logine prasme, galime keisti ekvivalenciu
teiginiu: (7 V 7) = p. Deformalizavus gauname sakinj: " Jei apibréztinio skritulio centras
izambinés nedalija pusiau arba jzambinés kvadratas nelygus statiniy kvadraty sumai, tai
trikampis néra status.”

2) Panagrinékime tokij teiginj: ”Jei asmuo nusikalto ir padaré zala kitam asmeniui, tai
jis turi prisiimti kalte ir atlyginti zala.” Logine prasme §is teiginys ekvivalentus (lygiaver-
tis) teiginiui: "Jei asmuo neprisiima kaltés arba neatlygina zalos, tai jis nenusikalto arba
nepadaré 7alos.”

5. Silogizmo désnis: ((p=g)A(g=1)) = (p=1)) =I1(p,q.7);

Nuosekliai mastant nuolatos taikome &j désnj.

Pavyzdziai

1) Tegu a,b yra natiiralieji skai¢iai. ”Jei a yra skaiGiaus b kartotinis, tai a > b ir jei
a > b, tai skirtumas a — b yra neneigiamas natiiralusis skai¢ius,” tai remiantis §iuo désniu
galime daryti tokia iSvada arba kitaip tariant teiginys ”Jei a yra skai¢iaus b kartotinis, tai
a — b yra neneigiamas natiiralusis skai¢ius. ”

2) Panagrinékime sakinj; " Jei mokinys nelaiko valstybinio matematikos egzamino, tai
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jis negali mokyti MIF ir jei jis nesimokys MIF, tai jis niekada nesupras matematikos. "
Turédami tokig samprotavimy grandine, remdamiesi silogizmo désniu galime teigti, kad
" Jei mokinys nelaiko valstybinio matematikos egzamino, tai jis niekada nesupras matem-
atikos. " Kitaip tariant pradinis ir pastarasis sakiniai yra ekvivalentis.

Skaitytojui paliekame savarankiskai jsitikinti, kad esancios loginés formos yra désniai
t.y. visos interprefacijos yra teisingi teiginiai. Norint tuo jsitikinti, pakanka sudaryti iy
sudétiniy sakiniy teisingumo lenteles.

Skaitytojas, skaitydamas atidziai turéjo pastebéti, kad visi aukséiau paminéti désniai
(¢ia paminéta tik dalis désniy, ju yra ir daugiau) téra loginiu operaciju ir §iu operaciju
neigimo taisykliy isvados. Naudodami savoka isvados, rizikuojame biiti nesuprasti, kadangi
i8vados savoka yra neatsiejama nuo argumentacijos, kuria naudojame pagrisdami teiginiy
teisinguma. Visi pateikti déniai ir naudojami tam, kad mastymo procese darytume iSvadas,
remdamiesi Siais désniais. Tad kaip yra atliekamas argumentavimas mastymo procese, kaip
mes elgiamés mastydami ir priimdami sprendimus?

Uzdaviniai

1. Sudarykite nurodyty teiginiy neiginius, bei nustatykite tiesioginio teiginio, bei jo
neiginio teisingumo reik&mes:

1) Londonas didziausias Lietuvos miestas arba Londonas maZiausia Europos sostiné;

2) daugiausia gyventoju turinti valstybé yra JAV arba Kinija;

3) lygtis 22 + 1 = 0 turi realia Sakni tik tada, kai lygtis z + 1 = 0 Sakny neturi;

4) jei 2 > 4, tai ir 22 > 4?;

5) statiakampio istrizainés yra statmenos ir krastinés lygios;

6) skaicius 5 dalo skai¢iy 425 ir skai¢iu 1200;

7) nelygybé 2z < 1 turi sprendinj intervale [0, 1];

8) apie duota trikampj galima apibrézti apskritima;

9) jei trikampis status ir lygiadonis, tai §io trikampio aukstinés yra lygios;

10) keturkampis yra statiakampis tada ir tik tada, kai jo istrizainés yra lygios arba
statmenos.

2. Kurie i§ pateikty sakiniy yra teiginiai. Nurodykite teiginiuy teisingumo reiksmes:
a) "dabar lyja lietus”

b) "atsakyk i pateikta klausima”

¢) "3<5-1"

d)”a+b=3."

e) ”jei p, tai Jonas .”

3. Nustatykite, kurie i§ pateikty teiginiy teisingi, o kurie klaidingi:

a) Jeil<2 tai3>5;

b) Jeid <2 taid> 5

¢) Jei "keturkampio kampy suma maZesné negu 360°,” tai 3 > 5.

d) ” Apibréztinio, apie trikampi, apskritimo centras yra vienos krastinés vidurio taskas
tik tada, kai trikampis status ir vidurio taSkas priklauso jZambinei.”
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4. Zinoma, kad jei A sako tiesa, tai B taip pat sako tiesa ir be to vienas i§ C arba
D tikrai sako tiesg. Be to jei D sako tiesa, tai B meluoja. Nustatykite, kurie i§ subjekty
tikrai sako tiesa, o kurie meluoja.

4. Kanibalai pasigavo tyrinétoja ir nusprendé jj suvalgyti. Tafiau prie§ atliekant §
ritualg jie nusprendé suteikti Sansa iSsigelbéti. Kanibaly genties moterys visuomet sako
tiesa, o vyrai visuomet meluoja. Tyrinétojas nezino kurie sako tiesa, o kurie meluoja. Jam
bus suteikta laisve, jei pateikes viena klausima jis nustatys, kurie meluoja, o kurie sako
tiesa. Koks tai klausimas.

5. Sudarykite nurodytu loginiy formy teisingumo lenteles:

1) pAgVvr

2p=>qA@=p

3 (p=@Vvr)Alpeq)

4) (pAQ) =

5)ps (qVvr)

Sudarykite Siems teiginiams prasmingus analogus naudodami Snekamosios kalbos sa-

6. [rodykite, kad loginés formos Ly (p,q) := (pV q) = q ir La(p,q) := (pV ¢) AT yra
logigkai ekvivalencios.

Sudarykite §iu loginiy formu analogus naudodami snekamosios kalbos terminus.

7. Sudarykite loginiy formy teisingumo lenteles. Nustatykite, ar pateiktos loginés
formos L; ir Ls yra logidkai ekvivalenéios:

Iy =Pp=7T, La:=P=T;

LIy =({pAr)=>38, L;:=(pVT)=>5E.

I =(p=>q)=>r, La=p=>(g=>r):

8. Tarkime, kad

p : "Kelyje vaziuojate 150 km/h greiciu;”

q : " policija skirs banda”;

r : "padarysite avarija”.

UzraSykite lietuviskais sakiniais, suderinus linksnius ir prasme, pateiktas logines for-

a) p=gq, b) (pAg)=r, a) (pAT) & q).

9. Nustatykite ar pateikti sakiniai a) ir b) logiZkai ekvivalentiis?
a) "Jei Jonas meluoja, tai Antanas sako tiesa tik tada, kai meluoja Petras ir Simas;
b) " Antanas sako tiesa tik tada, kai meluoja Petras ir Simas arba Jonas sako tiesa.”
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